RAZMATRANJA O JEDNOJ VRSTI REDOVA

Babi¢ Ladislav
V. Nazora 2, 40000 Cakovec
Hrvatska
Promatrajmo red: o
n"x" +
x € R 1>
n=1
i opdenitiji red oblika:
00 n,m € N
m+ sNn+r a,b.s.r € R
E:Can bdx e o 2>
n=1
Ozna&imo k—-tu parcijalnu sumu reda (1D sa:
k
m _ m_n
Ska)—Zn x €3
n=1
Rekurentna relaci ja za parci jalne sume
Kratkode radi,oznaZimo S:CX) = s':
k
m m n
Sk —Zn x / X
n=1
k
% Sm =Z nmxn+1
k
n=4
k k m-—1
m L
xS'):1 =ZCn+1)m nﬂ—-x-Z{ []nxh}=
1
n=1 n=4 L=0
k m-1 m k
=ch Y pomne | []{ anxn} 4>
n=1 l=a 1 n=1

Ovdje smo koristili razvoj binoma Cn+1O™ po binomnoj formuli.



?

Oznadimo 1li

k
L L n
SkCX) = S =Z n x 5D

i

tada relacija (4> postaje:

k m—41 m
% S™ =) cn + 1™ - - st =
L 1 k
n=1 L=0
k+1 m-1 m-—141
m 1 m m 1
1 * 1
n=1 1=0 L=0
Prema tome dobi ja se:
m-1
m i
sm = {1 + g7+ S beox 6D
k+1 k 1 k
L=0
odnosno,smjenom k -+ k-1
m-1
m L
s =4d1 + 8"+ S % &rp)
k k-1 k-1
1
1L=0
Kako iz relacije (1D izlazi:
S o= g™ _ k™K c8d
k-1 k

m
STCx = ——5——-{1 LN Z [] st CXD} m>1 cod
k 1-—x 1 k-1

Ova rekurentna relaci ja izraZava k-tu parcijalnu sumu reda (1D
pomodu k-1 prvih parcijalnih suma svih redova istog tipa (d13,s
potenci jama od n manjima od m C tj. n = 1,2,3,..... m-1 3. Za m = O

Csmatramo 1li formalno sumu u zagradi jednaku nulid dobi jamo:

S:CxD Y . C10D



poznati izraz za k-tu parcijalnu sumu geometri jskog reda:

= c11>

Uzastopnim primjenama relacije (83 moZemo izradunati parcijalne
sume bilo kojeg reda tipa (1D0,s tim XEto je postupak =za velike
vrijednosti m—-a dug i nepraktiZan.Ilustrirajmo to za neke redove

sa malim m—om.

1. primjer Cm=1 D5

Si(x) = Zn " c1ad

Prema (38D vaZi:

1
Sli< D JEN PV S](:-—i C13d
1-x% O

UzevEi u obzir C10) i vodedi rafuna da nam treba k-1 parcijalna

suma,dobiva se nakon sredivanja:

Si S « S kK xCx=1D + C1-% C14d
C1 -3
2. primjer Cm=2>
k

SiCxD = anxh 15>

n=1
s - Xl - K2k, S s 16

1-x o) 1 1

Primjecujemo da je za raZfunanje parcijalne sume ovog reda potrebno
poznavati i C10D i C(14D,pa se vidi koliko ovaj postupak moZe biti
nezgodan za velike m—-ove.

Za opceniti red oblika (2),rekurentna formula za k-tu parcijalnu

sumu glasi:



1

ST = X, a |1 - k"™ 4 ) s GO+ b 1™ 17>

m-
1
L=a

Pitanje konvergenci je redova (1) i (2D

Red (1> je konvergentan za x<1.Dckazat demo to primjenom
D’ Alambert-ovog kriteri ja.

Opdi &lan reda (1D glasi:

m n
U = n X ci18d
n
m m
u m n+1
n+ 4 Cn+lD) x , 1 ,
lim - — = 1im -——"——"—"~———— = 1lim |1 + —=-]-x = x*1im |1+ ~=-
n->00 u n->00 m n n->00 n->00

lim ———= = x 13D

Prema D’Alambert-ovom kriteriju,da bi red bio konvergentan mora

biti:

e + 1
lim -°1% = x < 1
n->00 u
n
Time je dokaz gotov.
Za red (23 tvrdimo da je konvergentan ako je %<1 Ctj. ako je

simultano x>1 i s<0,odnosno %K1 i s>0).Zaista k—-ta parcijalna suma

reda (2) moZe se pisati:

k k k
S:CXD=ZCanm+ Py =" = axr-anxsn + bxr-z vl C20D

n=1

3
1]
'S
3
H
'Y

Stavl jajudi xs=y svodimo prvu sumu na sumu tipa (3),dok druga suma
s desne strane gornjeg izraza potiZe od geometrijskog reda s
kvoci jentom y.Kako znamo da oba reda konvergiraju =za y<l,to <de
limes niza parcijalnih suma reda (2> biti konaZan za XK1,

OgraniZili smo se na X € R+,jer bi za negativan x i razloml jeni s,

dobili redove sa kompleksnim &lanovima.



Rekurentne relaci je za sume konvergentnih redova tipa <15 i <22

Promatrajmo parcijalne sume oblika (83 za red tipa €12 ,uz
ograniZenje da je x<1.Pod tim uvjetima je red (12 konvergentan,a

njegova suma je jednaka limesu niza parcijalnih suma.

sTCxd = Lim SO . C21d
(s 0] 00 k
m—1
k m L
ST = Lim {1 - kM o+ s Cx)}
0 00 1 k-1
lL=0
Kako Jje:
L oom ko __k"
Fim k> = lim N
X

Uzastopnom primjenom L’Hospital-ova pravila na ovaj limes C(m+1l putad

pokazuje se da je on jednak nuli.

Lim k™ = 0 =2
300
Prema tome vaZi sli jededa rekurentna relaci ja za sumu
konvergentnog reda (1D:
m-1
X m L
STCx = —=Z——- {1 + Z s CXD} €23
0 1-x 1] @
L=a

Ovdje smo sa S;Fxb oznaZili limes sume (8 za k > o .

Za m = O dobi jamo:

SP%xd = ——F—- C24d
[0 ¢

poznati izraz za sumu konvergentnog geometri jskog reda:

x *x<1 ca2sd



Uzastopnom primjenom relacije (23> (kao &to smo radili kod
parci jalnih sumad,doclazimo do suma proizvoljnih konvergentnih

redova tipa C1D>.Evo nekoliko primjera:

1. primjer Cm=1 >
o0
an” x< 1 =o»)
n=1
S;CxD = ——5——; ca27>
C1 -
Z. primjer Cm=2>D
0
2 n
Zn x x<1 ca8d
n=1
2 x+x>
sico = ————5—; c29d
1 -0
3. primjer Cm=3D
o0
Znaxh =<1 30D
n=1
2 3
Cl-x0
4. primjer Cm= 4D
00
4 n
Zn x =<1 32D
n=1
2 3  a
C1-xD
5. primjer C m= 8D
o))
5 n
Zn x x<1 34D
=1
2 ] 4 =
<%y = __i(_i_g@l(__'t_@@};(_t_g@?f_t_’f_- C3%)
@ C1—30
O. primjer Cm=26 D
w
Z:m‘:‘xn x<1 36D
n=1



S
SOCx) = —-T-T-2LX T SYeX T SheX C o SIX X . 37>
[0

Jednako kao postupak odredivanja parcijalnih suma i ovaj na&in
odredivanja suma konvergentnih redova je nezgodan.Zato demo se
upoznati sa opdim,pogodnim nainom nalaZenja suma konvergentnih
redova (1) i (2).Z2Za sada,obratimo samo paZnju na koefici jente
polinoma koji se javljaju u brojniku prethodnih formula.

Odredujuc¢i limes niza parcijalnih suma oblika <d17D,uz uvjet

%x°<1,dolazimo do formule i za sumu konvergentnog reda (2):

m-1
" xs+ r m L
Sooc X)) = —=——= csa + b o+ a- SOOC xD 38D
1-x° T 1

Opéda metoda odredivanja suma konvergentnih redova €12 i 2D

Promatrajmo konvergentan red tipa (1D:

(o8] [00]
S:;Cx) = u = n"x" x<1 v C1d
n
n=41 Nn=1
te funkci ju:
£CxO = C1—0™? <1 3

PokuZajmo prikazati produkt sume ovog reda i funkcije (x> u

obliku polinoma m-tog stupnja po x:

m
s;"ocXJ c1-0o™?t = Z c™ x C 40D

m
PCx)=ZCx=C+me+me+ ...... + ™ x C41)
m L (o] 1 2

Koefici jente polinoma nademo ako odredimo derivacije polinoma za

X = O do ukl juZivo m-te.



Za x = 0O izlazi:

Pco> = 1:1c”
m 1
P’ Ccod = a1
m 2
P’ 'Ccod = 31"
m 3
P™cod = mic™
m m

Dakle,za proizvol jnu derivaciju 1<m vrijedi opdenito:

PpYo0> = 11" c4az>
m 1

odnosno:

c" = e 43

Time smo proizvol jni koeficijent u razvoju <C40> izrazili pomodu
odgovarajude derivaci je polinoma u x = O.

Derivirajmo sada lijevu stranu izraza (40> 1 puta.Prema formuli =za

l-tu derivaci ju produkta,pifemo:

L

L L k L-k
_g_f P CxD = _g_f SIC0 c1—™* =§: 1 —9—; s:§x)—§—f:; C1-o™*
dx m dx k) dx dx
k=0
S obzirom da (1> predstavlja konvergentni red smi jemo ga

derivirati &lan po &lan.

m+i+k-1

g~——; 101 = 15" em+om. .. Im+1—C1l-k-1D1C1 -3 44>



48>

0 0
a¥ a K
m m N m n-—
———— S (X = ———= n x = nCn=-1>Cn-22...(n~-k+10n x
k (¢ ] k
dx dx
n=1 n=k

Za x = O derivacije (44> i (451 glase:

l-k
—g————{%l—x)m+{} = ¢-1O"% Cm+1dm. ... Im+l—Cl-k-1D7 =
1-k
dx
xX=0
= Ezlzi:i_EthZB;;;;EEtL:EL:Ezlz1;ith:EEL:&:élilli;_;é_l =
fm+1—[Cl-k-1D0+13%-im+l—-[Cl-k-1d+21r...2-1
= T Femiady | vl cmedraa-kr e[
[m+1-Cl-k>I1t' fm+1—-Cl-k>J'Cl-kD! 1k '
Dal je je:
o0
a® m m
-=- E:nmxn = kCk=-1J0Ck—2)...Ck-k+10k" = kCk-1>...2-1-k" =
dx
n=4 X=0
Jer ostaju samo &lanovi za n = k:

= kt1k"
Tako wvrijedi dakle:

at L X -k m+1q (L
~S-{P 0 = p‘“cod = }: C-1>""F k™Mk1cl-kD! C48d
ax [ 7 " 1-k ) [k

X=0 k=0

Uvrstimo 1i ovo u C40) dobi ju se koefici jenti CT

M= C47>



PiZemo 1li (47> na ovakav na®in:

1

m+17 (1 (17
Z C-15"7% g

1-k )k m+1 K

k1Cl-k>!

dolazimo do kondenziranog izraza za odredivanje koeficijenata u

razvoju C40]:

l Lk m+1
c'L“ = Zc—n k™ 1=0,1,...m C48d
1-k
k=0
Dakle,vaZi:
m
SZCXD-Cl—xDmH = Z c’ x* 40>

L=0
a suma reda (1> moZe se prema tome izraziti ovako:

S () = ———————————— C4g)
(o)

Polinom u brojniku ima u stvari m &lanova jer je CZ = 0 C vidi se

iz C52) O .Stoga sumaci ju u (49) smijemo vrEiti od 1 do m,tj.

pisati:

L=1 (50>

Naravno da su oba zapisa ravnopravna.Mi <demo nadalje koristiti

oblik (850> te tome prilagoditi definici ju koefici jenata.



Opdeniti red tipa (2> imat <e sumu:

e + —=2Teo o CB1)
e}

Tabela koefici jenata CT

Nekoliko prvih koefici jenata (520 dano je u slijededoj tabeli:

1 1 2 3 4 5 B 7
m
1 1
2 1 1
3 1 4 1
4 1 11 11 1
S 1 26 66 26 1
B8 1 87 302 302 57 1
7 1 120 1181 2416 1191 120 1

S obzirom na univerzalnost i jednostavnost formula C850> i (51D,
opravdano je tabeliranje koefici jenata CT . Nedostatak ove metode
Cpolinom (403 je preopfiran za veliko md za numeridcka
izraXunavanja,uz upotrebu kompjutera ,praktiZ&ki ne dolazi do
izraZaja.

Primjena relaci je (50) na redove sa m=1,2,3,4,5,6 daje, naravno,
rezultate prikazane izrazima C(271,(29,(313,0(33>,C(35),C(37> ali uz

mnogo manje napora.

Svoistva keoefici jenata CT

1. Definici ja

m-—
i)

k=1

L
— l_k l=1,a---.m

L-k m+1 m & N
c-1> " k" cs2d



2. Vrijedi c" =1, c" =1

C(Zadnja tvrdnja proizlazi iz svojstva 3.0 Ovo zna®i da su prvi i

zadnji koefici jent uvijek jednaki jedinici.

3. Simetrija
m m

C =cC 53D
L m—L+1

Ovo svojstvo izlazi zbog simetrije binomnih koefici jenata.
4. Rekurentna relacija

Tvrdimo da za koeficijente C" vrijedi naredna rekurentna relacija:
J L J

c:'::: - c1+1>-c:'L“+1 - Cm+1—l)-Can =0 C54D

Prilikom dokaza koristit demo sli jedede relaci je:

(T +1 ) (r
= + (85>
L S s s—1
) [ r r
r- = (s+1>- + - s8d
=3 s+1 | s
Izraz {885 je dcbro poznata relacija za sumu binomnih

koefici jenata , dok za (568> vidjeti na pr. S.Fempl "Redovi' str.88
(izdanje Zavoda za izdavanje udZbenika NR Srbije,1960.g.)

Dokaz

Na temel ju svojstva (850 moZemo pisati:

m+1 m+2 m+1
1-k 1-k Cl1-1>-k



Slijedi:

. 1-k m+& < (L-1>-k m+1
= ZC—lD k™ + ZC—lb k™ =
1-k Cl-1>-k
k=1 k=1
L -k m+2 — A-1>-k m+1 M Lass
= Z C-1>""° k™ - C-12 k™ - kM
1-k Cl-1D-k -1
k=0 k=0
Kako je zadnji &lan jednak nuli a druga suma jednaka CT_l , onda
piZemo:
! L—k m+2
c" =c" . Z C-1D k™ C57
L 1-1
1-k
k=0

Koristedi svojstvo (561 sada demo napisati:

m+1 m+1 m+1
Cm+1> - = Cl+1-kD - + Cl—-kD-
1-k Cl+1D>-k 1-k

Prvi binomni koefici jent na desnoj strani prikazat <cemo , sluZedi

se svojstvom (55D, ovako:

m+1 m+2 m+1
Cl+1>-k Cl+1D>-k 1-k
Zto uvr&teno u prethodni izraz daje nakon sredivanja 1 zamjene

1 »1-1

m+1 m+2 m+2 m+1
Cm+1D - =1- - k- - cs8d
1+1D>—k 1-k 1-k Cl+1D-k

m+2 m+1 m+2
1- = Cm+2D - + k- 59D
1-k Cl+1D>-k 1-k

L.



Nakon mnoZenja izraza (570 sa l,izvrEimo zamjenu iz (59D

m+&
-k

izraz:

: -k m+1 < -k

1-c’L“ =1 -c’:_1+ Cm+8)§ C-1D k™ + é C-1D> ™t
Cl-1d>-k 1

k=1 k=1

L

L
k=1 k=1

Kako je binomni koeficijent s negativnim donjim indeksom

nuli,a sume na desnoj strani su respektivno CYL1 i CT+1
pisati:
1-¢™=1-¢" - cm#2 ™+ ™
L - L-1
odnosno,
c™*t - 1.¢" - Cm+z-1D-c"_ =0
L L L—1

Ponovnom zamjenom 1 -» 1+1 (da bi izbjegli negativni donji

za 1=03 dobi ja se kona&no:

c™t — c1+d-cl - Cm+1-13-CT = 0
+ +

a to je relacija (84>.Time je dokaz zavr&en.

5. Tvrdimo da vri jedi: Cza m =1,2,....D

m

m

C. = m!
Z L
L=1

Dokaz

Dokaz <emo izvesti metodom totalne indukci je.

Iz tabele se neposredno vidi da ova tvrdnja vrijedi za m =

m

u. taj

+2

-1> -k m+1 m+1 -k
=] - C'L"_1+C m+2D Zc -1>%7 k™ +k™ +Z C—1Dd KMt
Cl-1D>-k -1 1 -k

Jednak

,moZemo

csod

indeks

1)

1.2,3,

...7.Pretpostavimo da ovo vrijedi za neki proizvol jni m#l.DokaZemo

li da (61> vrijedi i za m+l,znaZi da vrijedi za VYim € ND.

Pifimo rekurentnu relaci ju za koefici jente CT u obliku C80D:

c™ - 1.¢™ - Ccmt2-1>-¢c™ =0
1 1 1L—1



Sumirajmo ovaj izraz po l,od 1 do m:

m m m m
E: c” }: 1- cm - Cm+2D E: E: 1-¢™ =0 ce2d
L-1 L—1

=1

Transformirajmoc ovu jednakost tako da pod =znakom sumacije svi

koefici jenti imaju isti donji indeks:

Vodedi rafuna da je c™ 1 i da sumacija umjesto od jedan moZe
m

poeti od nule C zbog CZ =0 D> , pi%emo:
m m
E: CT+1 +1 = Cm+1)§:-CT (B3
L=1 l=1

Zbog induktivne pretpostavke vrijedi onda:

m
}: CT+1 +1 = Cm+1D-m! = Cm+1D!
l=1
m+ 1
E: [:m*‘ - cm“] + 1 = Cm+1D!
L m+1
L=1
Kako je Cm:: =1 ,to moZemo pisati:
m



m+ 1

2: CT = (m+1D!

l=1

Time je dokaz zavrZen !
( Za koefici jente dane u prethodnoj tabeli to se lako provjeri

zbrajanjem po pojedinim redovima. O
6. svojstvo

Kao &to je poznato iz teori je polinoma , njegovi koeficijenti se
mogu izraziti pomodu derivaci ja tog polinoma za x = O.Pokazali smo

rani je da vrijedi:
" = e 64>
odnosno:

P;DCOD =11-¢" CBSD

Kako smo koefici jente CT definirali na drugi na&in,to nam izraz
(B85 omoguduje nadi proizvol jnu (1 = md derivaciju polinoma (403

za vrijednost argumenta x = O



Neki speci jalni redovi tipa (1D

Promatrat <¢emo red:

[0 0]
Z n-10" CB6D
n=

i red oblika:

[0 o]

Z n-10 " CB7D
n=

Prvi od njih je divergentan , dok je drugi konvergentan.Iako imamo
opdu metodu za odredivanje parcijalnih suma,odnosno suma.takvih
redova,ovdje demo izloZiti jedan interesantan naZin primjenljiv na
redove (686> i (67> pa i opdenitije od njih,ako je x=10.Pritom demo
slijediti jedan put induktivnog izlaganja,da bismo pokazali kako i
jednostavne metode , katkad , mogu dovesti do vrijednih
rezultata. Naravno,svi zakl ju®ci do kojih dodemo proizlaze iz

ranijih generalnih razmatranja.
Red (66D

Umjesto reda (66D promatrajmo red:

Z on-10" (68D

k
s, = Z gn-10" (B
n=

K-ta parcijalna suma reda (86) povezana je tada sa (63D izrazom:

k
n Sk
S T Z“'io - TTe T 70



IzraZunajmo nekoliko prvih &lanova sume C(69D:

s, = c1-10%-9 = 90
s, = c1-10*+ 2-10%> -9 = 1890
s, = C1-10%+ 2-10%+ 3-10%> -9 = 28890
s, = = 388890
s, = = 4888890
s, = = 58888890
s, = = 688888890
s, = = 7888888890
s, = = 88888888830
S,o = c1-10'+ 2-10%+ + 10-10'%> .9 = 988888888890
Na temel ju vri jednosti nekoliko prvih parcijalnih suma reda e8d

tvrdimo da za njegove parcijalne sume vrijedi opdenito:

s, = fk-11888........890 71>
L k-1 puta 4

COvdje i u budude,izraz u maloj uglatoj zagradi oznaZava znamenku

odgovara judeg broja,osim ako je to jasno samo po sebi.)D

Dokazat <emo ovu tvrdnju totalnom indukci jom.

Dokaz

Vidi se da ova tvrdnja vrijedi za k=1.Pretpostavljajudi da vrijedi

za proizvoljni k , dokazat <emo da vrijedi i za k+1

Za k+1 parcijalnu sumu vaZi:

s = s + OCk+1>-10%* c7ed
k+1 k
s = [k-11888........890 + OCk+1)-10"**
k+1
L k-1 puta 4
s = Ck-1>-10"" 4+ 888........890 + OCk+1)-10°"* =

k+1
* L k-1 puta 4



1 4 g-10%' + s88........890

L x-1 puta 4

= 10k -10**

k-10*2 + g.10%"* + ss8s8........890
L k-1 puta 4
r k+2 puta 1
FKIO. oo o
80......... 0
t _______ §:_.'_.:_:_:_'_.'_§99
s = [kI8S8....... 890
k+1

s = [Ck+1D>-1188.............880 73D
k+1 L ]
(k+1)—1 puta

Vidimo da k+1 parcijalna suma ima isti izgled kao (C710.Time je
dokaz gotov.

Do¥li smo,dakle,do sli jededeg rezultata:

1.0

Bez praktiZ&ki ikakvog raZunanja,moZemo jednostavno pomodu (71D

odrediti bilo koju parcijalnu sumu reda (68>.C Na primjer , 13-ta
parcijalna suma glasi:sia= 128888383388888830 O
2.)

Na jednostavan nadin, pomocdu C700 odredit demo k-tu parcijalnu sumu

reda (75.C Na primjer Sia= 315/ 9 = 143208876543210 O
Red (67D

SliZ&no kao ranije,promatrat demo red:

o .
Z On-10 " C74d
n=1

i njegovu k—~tu parcijalnu sumu:

k
s, = Z on-10 " C75d
n=4



Pomodu ove sume mo2emo izraziti k-tu parci jalnu sumu reda (67D:

k i Sk
S, = }: n-10 " = -5 C76d
n=

Nekoliko prvih parcijalnih suma (78) glase:

s, = c1-10" % g = 0.9

s, = €1-10"*+ 2-107% -9 = 1.08

s, = c1-10 *+ 2107 %+ 3-107% g = 1.107

s = = 1.1106
4

s = = 1.11105
>

s = = 1.111104
S

s, = = 1.1111103

s, = = 1.111111082

s, = = 1.111111101

S,, = c1-10 %'+ 2107 %+ .. ... +10-107%*% -9 = 1.1111111100

S LI 1 - k-107¥ 7Ty

koja se takoder dokazuje totalnom indukcijom (ne navodimo dokazd.
Tako nam formula (770 odreduje k—-tu parcijalnu sumu reda (74D,a
formula (760 reda (87).No ,kako su ti redovi konvergentni, odredimo

limes niza parcijalnih suma za k -» o .

Za red C(75D:

Se = Fim s, = lim E“11 ......... 1 - k-1o'*] C 78D
->00 k >0

s =1.111...... - 1im k-10 ~ C79D
0 ->00



Kako primjenom L’Hospital-ovog pravila dobivamo da je 1limes na
deanoj strani jednak nula,izlazi:
s =1.111...... = 19 80D
0 9
tj.
@
s = Z on-10" = 18- 81D
0 9
n=1
Za red (6B7D:
s, s
S, = iim S, = }im ---— = -2 cs2d
0 200 k ->00
9 9
0
-n _ 10
S00 = }: n-10 = a1 83>
n=1

Ponovo napominjemo da se ovi rezultati za parcijalne sume mogu

dobiti iz formule (17> , stavljajudi u nju:
za red (68D x=10,a=9,m=1,s=1,r=0,b=0
za red (74> x=10,a=9,m=1,s=-1,r=0,b=0

Dal inji primjeri

1. primjer

Di vergentan red:

nc1o” + 10™™ 84D

[M18

promatramo paralelno sa redom:

0 o)
Z anCc10” + 10 ™ 85>
n=

1

Njihove k—-te parci jalne sume su respektivno:



k
S = Z nc1o0” + 10°™ c86d

odnosno:

k
s = Z onc10” + 10 ™ 87
Nn=

= [k-17888........8090 + C1.11......... 1 - k-107%
L k-1 puta - L k-1 puta 4

Kona&no se dobi ja:

s = [k-11888........801.11. .. ...... 1 - k-107¥ csad
k
L k-1 puta ¥ L k-1 puta ¥

Sad se lako izraXuna bilo koja parcijalna suma reda (84).Na

primjer:
s -3
g = -2_ = _28891.11-3-10_ __ _ 3210. 123
3 9 9

Z. primjer
Za divergentan red:

o)

Z nC10” - 10°™ 89>

n=1

Sy
se parcijalne sume radunaju kao Sk = g~ ygdje Jje S, jednako:
s = [k-1i888........8.88......... 89 + k-10 ¥ g=lep)

k
L x+1 puta J L k-2 puta 4

_22__



Suma prvih pet <lanova iznosi na primjer:

o _ _4888888.8889 + 5:10 __ _ ooooo0 aoo

3. primjer

KonaZnoj sumi:

Ck-nd>10" co1d

M

pripadna veliZina Sk se moZe napisati kao:

k k k
s, = E: gCk-nd10" = }: gk-10" - }: on-10" =
n=1 Nn=41 n=1
= 10kC10¥ — 1> - [k-11888........890

L k-1 puta 4

MoZe se jednostavno pokazati da izlazi:

s =11....... 10 - 10k cgad

Suma (91) od 14 &lanova iznosi na primjer:

s = -1+ _ 11111311111131310 - 140 _ , 53,.5570012330

4. primjer

Sve se to moZe jo¥ viZe uopditi ali postaje i suviXe komplicirano.

K - ta parcijalna suma divergentnog reda:
)
2 n
n -10 93>
n=1
moZe se izraZunati C(primjenom rekurentne relacije (@ <h) ili
Jednostavni jed i pisati na slijededi naZin:
2 k+1
< o 8k’ - 18k * 113:10°7F - 110 cous
k g:-l



Definiramo li sada:

s, = ——=- coBd
a
slijedi:
csik?-18k +11>-105**-110 2 k+t kvt 11 _ k+t 110
g = =SzX_T2EK FI2JLD L T=2P = gk?-10°"- 2k-10**+ ==-10 + =22
x 3 a a
Kako je £% =1.22... i £%Q = l1lz2.22...,tada piZemo:
2 T k+1 puta 1
rak?100. ... ..... 0
:___LQE-JQQ;;;;;;;;;Q
rgk?- 2k100......... o)
t ___________ j_'_gg'_l_l.'__'_.'_l.'_'_g_ggl_'_l_l_'__'_
rgk?- 2k+1 l2222esssesss. 2. . . . . .
L x+1 puta 4
e Lg;ég;;;;;;
rok?- 2k+1i22. ... ... .. 210
L x-1 puta J
Prema tome:
s = [Qk?— 2k+1188. ... ..... 210 CaBd

k
L k-1 puta 4

Cetvrta parcijalna suma reda (S5) iznosi:

13722210
5. primjer
Sli&no se za konvergentni red:

(o o]
}: n-10" Ca7d
n=

1

uz definiciju (85),dobi ja:

s =12.28......... 21 - cok®+ 20k>-107K cosd



Konkretno,imamo na primjer:

_ 3017 _ _ 110 _ ‘
S5 = 30000 = ©-18508S i S_ = zzg = 0.1508916. ..

Jedna primjena

Neka je zadan neki broj (na primjer 143209876543210>.Da 1li ga je
mogude prikazati u obliku sume S, = 1-10* + 2-10% + .. ..+ k-10° =

Prema C70> je:

S = —-—-=- 70> Sk = [k-11888........830 710
L x-1 puta J

Ako se na¥ broj moZe tako prikazati onda je on jednak Sk,pa za

njega mora biti:

tj. produkt tog broja sa S mora imati oblik C(71).
Zaista,

9-1432098768543210 = 128838838888888830
a to je zbilja broj oblika (71>.Odgovor na nafe pitanje je prema
tome potvrdan. To nije sluaj sa brojem 24568032156780 , jer on
pomnoZen sa 9 daje 221132289411020.

Na kraju jo% jedno pitanje.Clemu sve to kraj opde metode
odredi vanja parci jalnih suma i suma konvergentnih redova 7 Osim
odgovora da je,eto,mogud i ovakav pristup, mislimo da izloZene
formule Cuz one koje nismo dotaklid> mogu predstavl jati dovol jno
Jednostavan algoritam za odredivanje nekih kona&nih i beskonaZnih

suma.
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CONSIDERATIONS ON ONE TYPE OF SERIES
In this work, created in the year 1982, are considered certainproperties of

potential series and of so called Euler coefficients.Some simple algorithms for
computing partial sums of some potential series are presented.
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